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1 Clifford 代数与旋量群

1.1 Clifford 代数

Clifford 代数在几何与物理上有重要的意义. 考虑带有二次型的向量空间 (V, q). 定义

Cℓ(V, q) := T (V )/(x⊗ x+ q(x)).

直观上, Cℓ(V, q) 是 V 中的向量在 x · x = −q(x) 的关系之下生成的代数. [注 1]

下文中的向量乘法 xy 默认为 Clifford 代数中的乘法.
注意到 (x⊗ x+ q(x)) 是由偶数次元素生成的理想, 从而 Cℓ(V, q) 继承了 T (V ) 的 Z/2Z-分次代数结

构. 我们记这个分次结构为 Cℓ(V, q) = Cℓ0 ⊕ Cℓ1. 换言之, Cℓ0 是 Cℓ(V, q) 中由形如 xy 的元素生成的子

代数.
Cℓ(V, q) 上有滤过结构: F r 是由不超过 r 个向量的乘积张成的向量子空间, 满足 F rF s ⊂F r+s.

与外代数的典范同构 因为 ∧∗V 可视为 T V 的子空间 (但不是子代数):

v1 ∧ · · · ∧ vm 7→
1

m!

∑
σ∈Sm

vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(m),

复合商映射, 我们得到典范的线性映射 ∧∗V → Cℓn(但不是代数同态). 容易证明这是一个同构.

Clifford 代数的基

命题 1.1. 设 e1, · · · , en 为 V 关于 q 的正交基[注 2], 即 q(ei, ej) = 0 (i 6= j). 那么 Cℓ(V, q) 的一组基为

ei1 · · · eik (0 ≤ k ≤ n).

推论 1.2. dimR Cℓ(V, q) = 2n.

注意到若 q(x, y) = 0, 则 x, y 反交换:

xy + yx = (x+ y)2 − x2 − y2 = −q(x+ y) + q(x) + q(y) = −2q(x, y).

Clifford 代数上的内积结构 我们引入 Cℓ(V, q) 上自然的内积. 这里自然是一个非常重要的性质, 指不依
赖于向量空间 V 的基的选取.
张量代数 T V 上的转置 (−)t 对于纯张量定义为

(v1 ⊗ · · · ⊗ vr)t = vr ⊗ · · · ⊗ v1.

注意到 (x⊗ x+ q(x))t = x⊗ x+ q(x), 故 (−)t : T V → T V 诱导了转置 (−)t : Cℓ(V, q)→ Cℓ(V, q). 由定
义, (xy)t = ytxt.

定义 α : Rn → Rn, x 7→ −x. α 诱导了 T V 作为代数的自同构 α : T V → T V ,

α(v1 ⊗ · · · ⊗ vr) = (−1)rv1 ⊗ · · · ⊗ vr.
[注 1]这个看上去有些奇怪的负号可追溯至 Grassmann 的 Ausdehnungslehre, 以及 Hamilton 关于四元数的工作, 与 i2 = j2 = k2 = −1 有关.
Clifford 正是在此基础上定义了后人称作 Clifford 代数的东西.

[注 2]由于此处 q 是任意的二次型, 我们无法要求这些向量的长度, 但正交基总是存在的.
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注意到 α(x⊗ x+ q(x)) = x⊗ x+ q(x), 故 α 诱导了代数自同构 α : Cℓ(V, q)→ Cℓ(V, q). 注意到 Cℓ0,Cℓ1

是 α 的特征子空间: α|Cℓ0 = 1, α|Cℓ1 = −1.
注意到 α 和 (−)t 是交换的:

α((v1 ⊗ · · · ⊗ vr)t) = (−1)rvr ⊗ · · · ⊗ v1 = (α(v1 ⊗ · · · ⊗ vr))t.

另外 α 和 (−)t 都是对合, 即 α(α(x)) = x, (xt)t = x.
将上述两个运算复合, 我们定义 Clifford 共轭 (−), 作为复共轭与四元数共轭的推广:

x := α(xt).

定义迹映射 tr : Cℓ(V, q)→ R,

tr(x) := 1

2n
trLx, Lx : Cℓ(V, q)→ Cℓ(V, q), y 7→ xy.

注意到 dimR Cℓ(V, q) = 2n, 故 tr(1) = 1
2n
· 2n = 1; 而对 V 关于 q 的任意正交基 e1, · · · , en, 对任意子集

{i1, · · · , ik} ⊂ {1, · · · , n} (k > 0), 有 tr(ei1 · · · eik) = 0. 故 tr(x) 也等于 x 在这组基下的展开的 0 阶项.
(特别地, 这说明 0 阶项是自然的, 这个事实从定义不容易看出.) 因此有 tr(x) = tr(α(x)) = tr(xt). 另外,
由迹的定义可知 tr(xy) = tr(yx).

定义 Clifford 代数 Cℓ(V, q) 上的双线性型 (−,−) 与函数 Norm,

(x, y) := tr(xy) = tr(α(x) yt), Norm(x) := (x, x).

遗憾的是, Norm 一般并不保持乘法. 但是, 若 x, y 分别是若干个向量的乘积, 则有 Norm(xy) =

Norm(x)Norm(y).

约定 以下记 Cℓn = Cℓ(Rn, | · |2), Cℓ′n = Cℓ(Rn,−| · |2). 本文中所有的 | · | 都是指 Rn 上的标准 Euclid 范
数. 在文献中有如下的记号 (但我们不会用到):

Cℓr,s = Cℓ(Rn, x21 + · · ·+ x2r − x2r+1 − · · · − x2r+s).

那么用我们的记号, Cℓn,0 = Cℓn, Cℓ0,n = Cℓ′n.

例 Cℓ1 ' C; Cℓ2 ' H.
值得一提的是, Cℓ02 ' C, Cℓ03 ' H. 一般地, Cℓ0n+1 ' Cℓn.
Cℓ03 的一组基是 1, i = e2e3, j = e3e1, k = e1e2.

1.2 伴随表示

定义 Clifford 代数 Cℓn 上的的伴随表示

Ad : Cℓ×n → Aut(Cℓn), Adφ(x) = φxφ−1.

其中 Cℓ×n 表示可逆[注 3]元素的乘法群. 伴随表示的重要性质是:

命题 1.3. 设 v ∈ Rn \ {0}, 则 −Adv 是 Rn 上关于 v⊥ 的反射.
[注 3]在一般的 (非交换) 代数中, 可逆的定义是同时有左逆和右逆.
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x

−Adv(x)

v

v⊥

证明. 注意到, 两个向量的内积

(x, y) =
1

2

(
− (x+ y)2 + x2 + y2

)
= −1

2
(xy + yx).

因此 x 关于 v⊥ 的反射为

x− 2(x, v)

(v, v)
v = x− xv + vx

v2
v = −vxv−1.

因为两个反射的乘积为一旋转, 故得

推论 1.4. 对任意 v, w ∈ Rn, Advw ∈ SO(n).

1.3 旋量群

当 n ≥ 3 时, π1(SO(n)) ' Z/2Z, 旋量群 Spinn 是 SO(n) 的万有覆盖群. 下面我们给出 Spinn 的具体

构造.
定义 Pinn 为 Cℓ×n 中由 {v ∈ Rn : |v| = 1} 生成的子群. 定义 Spinn = Pinn ∩ Cℓ0n. 换言之,

Pinn = {v1 · · · vr : |vj | = 1}, Spinn = {v1 · · · vr : |vj | = 1, r 为偶数}.

因为 On 中的任何元素均可表示为有限个 (不超过 n 个) 反射, 且 SOn 的元素表示为偶数个反射, 所
以有

推论 1.5. Ad 给出了满同态 Pinn → O(n) 以及 Spinn → SO(n).

命题 1.6. 对于 x ∈ Pinn, Lx ∈ SO(Cℓn).

证明. 只需对生成元验证结论. 设 x ∈ Rn, |x| = 1. 对 φ,ψ ∈ Cℓn,

(xφ, xψ) = tr(xφxψ) = tr(xψxφ) = tr(ψ(x̄x)φ) = tr(ψφ) = (φ,ψ).

由 Pinn 的定义知 Pinn 是连通的, 所以 Lx ∈ SO(Cℓn).

命题 1.7. Ad : Spinn → SO(n) 是二重覆盖.

证明. 我们证明 ker(Ad : Spinn → SO(n)) = {±1}.
取 Rn 的标准正交基 e1, · · · , en.
假设 φ ∈ Spinn, Adφ = id, 则 φ 与 Rn 中的全体向量交换.
设 φ = a+ be1, 其中 a, b 为 e2, · · · , en 的多项式, a ∈ Cℓ0n, b ∈ Cℓ1n. 那么 e1 与 a 交换. 又 e1 与 φ 交

换, 知 e1 与 b 交换. 这说明 b = 0, 从而 φ 不含 e1.
同理, φ 不含任何一个 ei. 故 φ ∈ R. 由命题1.6, φ = ±1.

由于 Spinn 是连通的, 它是 SOn 的非平凡二重覆盖, 故得

推论 1.8. 当 n ≥ 3 时, Spinn 是单连通的.
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1.4 Spinn 的 Lie 代数

将 Spinn 视为 Cℓ×n 的 Lie 子群, 则其 Lie 代数 spinn 可视为 cℓ×n 的 Lie 子代数, Lie 括号为 [x, y] =

xy − yx.
对于正交的单位向量 e1, e2,令 i = e1e2,则 eit = cos t+i sin t ∈ Spinn在 t = 0处的导数为 i. 这说明对

于一组标准正交基 {ej}, spinn 包含了
n(n− 1)

2
个元素 ejek (j < k). 而 dim Spinn = dim SOn =

n(n− 1)

2
,

故

spinn = span{ejek : j < k}.

回忆二重覆盖 ξ0 : Spinn → SOn. 我们研究其诱导的 Lie 代数同态 Ξ0 : spinn → son. 将 son 的元素视

为 n 阶反对称矩阵, 记 ej ∧ ek 为如下矩阵.

 0 −1
1 0


j

k

j k

一般地, v ∧ w 对应变换 x 7→ 〈v, x〉w − 〈w, x〉 v.

命题 1.9. 对 j < k,
Ξ0(ejek) = 2ej ∧ ek.

证明. 记 i = ejek, 则

Ξ0(ejek)(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ξ0(e

it)(x)

=
d

dt

∣∣∣
t=0
eitxe−it

= ix− xi

= 2ej ∧ ek(x).

其中最后一步注意到 i 与 eℓ (ℓ 6= j, k) 均交换.

上面的命题建立了 spinn 与 son 的联系.

推论 1.10. 对 x, y ∈ Rn,
Ξ−1

0 (x ∧ y) = 1

4
[x, y].

证明. 由 Ξ−1
0 (ej ∧ ek) = 1

2
ejek 得

Ξ−1
0 (ej ∧ ek) =

1

4
[ej , ek].

(注意右端是 Cℓn 中的交换子, 故此式对 j = k 也成立.) 线性延拓可得结论.

设 M 是 Cℓn-左模, 则有 Spinn 的表示 µ : Spinn → SO(M). 考虑 Lie 代数同态

son
Ξ−1

0→ spinn
µ∗→ so(M).



自旋几何与 Dirac 算子 王进一 Page 8 / 28

Cℓ×n GL(M) cln gl(M)

SOn Spinn SO(M) son spinn so(M)

x ∧ y 1

4
[x, y]

ξ0 Ξ0
µ µ∗

推论 1.11. [注 4] 在上述假设下, 对于 v ∧ w ∈ son (v, w ∈ Rn), m ∈M ,

µ∗(v ∧ w)(m) =
1

4
[v, w] ·m.

1.5 Clifford 代数的表示

许多问题可化为 Clifford 代数的表示. 比如, 由于 Spinn ⊂ Cℓ0n ⊂ Cℓn, Clifford 代数的表示自然诱导
Spinn 的表示.
为了研究 Clifford 代数的表示, 有必要了解 Clifford 代数的结构. 前 8 个 Clifford 代数的结构与不可

约表示的数量 vn 如下表 (但请注意这些同构不是典范的). 其中 H(2) 表示 H 上的 2 阶矩阵代数.

n Cℓn vn

1 C 1

2 H 1

3 H⊕H 2

4 H(2) 1

5 C(4) 1

6 R(8) 1

7 R(8)⊕ R(8) 2

8 R(16) 1

由周期性定理 Cℓn+8 ' Cℓn ⊗ R(16)[注 5]可得所有 Cℓn 的同构类.
因为矩阵代数是单代数, 一个单代数仅有一个不可约表示, 所以由上表可得 Clifford 代数的表示的分

类.
值得一提的是, 定义 Cℓn = Cℓ(Cn, qC), 其中 qC 是 Cn 上唯一的二次型, 那么 Cℓn+2 ' Cℓn ⊗C(2), 即

复数域上 Clifford 代数的结构更简单.

2 主从, 分类空间与示性类

2.1 主丛

设 X 为仿紧 (paracompact) Hausdorff 空间, G 为拓扑群.
X 上的 G-主丛 (principal G-bundle) 是一种特殊的纤维丛, 其纤维上具有简单传递的 G-右作用. 特

别地, 这说明每个纤维同胚于 G.
G-主丛的等价定义是以 G 为纤维, G 为结构群的丛, 且结构群左作用于纤维上.
直观上, G-主丛是纤维形如 G 的丛, 但纤维忘掉了 “单位元”, 同一纤维上每个点都是平等的.

[注 4]这里特别容易产生混淆.
[注 5]证明略.
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下面讨论 G-主丛的局部刻画. 给定 X 的开覆盖 U = {Uα}α∈A, 使得存在保持 G-作用的局部平凡化
π−1(Uα)

hα−→ Uα ×G. 这些局部平凡化之间存在转移函数 (transition functions) gαβ : Uα × Uβ → G, 满足
如下交换图,

Uαβ ×G π−1(Uαβ)

Uαβ ×G

Uαβ

hβ

hα

(id,gαβ)

其中 Uαβ := Uα ∩Uβ, 对于 x ∈ Uαβ, gαβ(x) 左作用于 G 上. 注意这个左作用 (即 G-主丛的结构群的作用)
与 G 在纤维上的右作用交换.
转移函数须满足 Čech 1-上圈条件, 即在 Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 上,

gαβgβγgγα = 1.

这由下图即可看出.
Uαβγ ×G

Uαβγ ×G π−1(Uαβγ)

Uαβγ ×G

Uαβγ

gαβ

hβ

hα

gγα

gβγ hγ

G-主丛的信息由开覆盖 {Uα} 和满足 Čech 上圈条件的转移函数 gαβ 完全确定.
一个自然的问题是, 给定开覆盖 {Uα} 和两组转移函数 gαβ, g′αβ, 由它们确定的 G-主丛何时等价. 假

若等价, 那么存在函数 gα : Uα → G 满足如下交换图,

Uα ×G π−1(Uα) Uα ×G

Uα

hα h′
α

gα

那么有如下交换图.
Uαβ ×G Uαβ ×G

π−1(Uαβ)

Uαβ ×G Uαβ ×G

Uαβ

gα

gβ

gαβ g′
αβ

hβ

hα h′
α

h′
β

这是 Čech 上边缘条件.
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Čech 上圈在上述等价关系下的等价类的集合记作 H1(U ;G). 它也表示 X 上可由开覆盖 U 局部平

凡化的 G-主丛等价类的集合.
若开覆盖 V 是 U 的细化, 带有映射 j : V → U 满足 V ⊂ j(V ), 则由限制, 我们得到映射

rV ,U : H1(U ;G)→ H1(V ;G).

所有开覆盖关于细化构成一定向系统 (directed system),且上述限制与定向系统相容,故可将其上H1(−;G)
的极限定义为

H1(X;G) = lim
−→

H1(U ;G),

自然地, H1(X;G) 表示 X 上 G-主丛等价类的集合:

PrinG(X) ' H1(X;G).

若 G 是 Abel 群, 则 H1(X;G) 正是 X 的 G 系数第一 Čech 上同调群. (当 G 非交换时, H1(X;G) 不

是群, 只是带有一个特殊元素的集合, 这个特殊元素是 X 上的平凡 G-丛.)

例 1 二重覆盖就是 Z2-主丛, X 上的二重覆盖一一对应于 H1(X;Z2) 的元素.

例 2 对于流形 X, 其万有覆盖 p : X̃ → X 是一个 π1(X)-主丛.

2.2 分类空间与万有主丛

群 G的分类空间是一个连通空间 BG,带有 G-主丛 EG→ BG,称为万有 G-主丛 (universal principal
G-bundle), 满足如下条件. 对任意紧 Hausdorff 空间 X, 有一一对应{

X 上的 G-主丛
}/
同构 ↔

{
映射 X → BG

}/
同伦

f∗EG ←[ f.

BG 在同伦等价的意义下是唯一的.
万有主丛的等价定义是一个全空间可缩的 G-主丛.
设 Λ 为环, 考虑 BG 的 Λ 系数 (奇异) 上同调. 每个元素 c ∈ Hk(BG; Λ) 都定义了 G-主丛的一个示

性类: 对 G-主丛 P → X, 存在映射 f : X → BG 使得 P ' f∗EG, 从而

c(P ) := f∗(c) ∈ Hk(X; Λ)

定义了 G-主丛的一个示性类.

2.3 On-主丛与定向

设 π : E → M 是 n 维向量丛. 其对应的 On-主丛 PO(E) 可视为 E 的单位正交标架丛. E 的定向丛
Or(E) = PO(E)/SOn. 它是二重覆盖, E 可定向当且仅当它是平凡丛.
二重覆盖也就是 Z2-主丛. 因此, 空间 X 上的二重覆盖的等价类一一对应于 H1(X;Z2) 的元素.
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2.4 关联丛

设 π : P → X 为 G-主丛. 给定 G 在另一空间 F 上的左作用 ρ, 我们可构造 X 上一个以 F 为纤维的

丛

P ×ρ F = P × F/((pg, f) ∼ (p, gf)),

称为关联丛 (assciated bundle).
G-主丛的关联丛的结构群是 G; 事实上, 结构群是 G 的丛一定是 G-主丛的关联丛: 给定以 G 为结构

群的丛 π : E → B, 设 (Ui, ϕi : π
−1(Ui)→ Ui ×F ) 是其局部平凡化, 转移映射为 ϕij : Ui ∩Uj → G. 那么我

们可定义 G-主丛 P → X, 其局部平凡化为 (Ui, gi : Ui → Ui ×G), 转移映射仍为 ϕij : Ui ∩ Uj → G.

例 1 向量丛 E 的正交标架丛 PO(E)是与之关联的 O(n)-主丛;若 E 可定向,则其结构群可约化为 SO(n),
定向正交标架丛 PSO(E) 是与之关联的 SO(n)-主丛.

例 2 对于流形 X, 其万有覆盖 p : X̃ → X 是一个 π1(X)-主丛.

2.5 结构群的约化

给定群同态 φ : H → G, H 左作用于 G 上. 结构群的约化 (reduction of structure group) 是指把一个
以 G 为结构群的丛表示成一个以 H 为结构群的丛.
首先我们需要一个准备工作, 即通过群同态 φ : H → G, 由 H-主丛可构造 G-主丛. 在抽象的层面

上, 这是很明显的: 由分类空间的函子性, 态射 H → G 诱导 BH → BG, 而 X 上的 H-主丛可视为态
射 X → BH. 这两个态射的复合即为 G-主丛 X → BG. 然而我们也可给出这个 G-主丛具体的构造. 设
π : P → X 为 H-主丛. 定义

P ×H G := E ×G
/
(eh, g) ∼ (e, hg),

则 P ×H G→ X 为 G-主丛, 其上的 G-右作用为 (e, g)g′ = (e, gg′).

E ×H G E

X

π

主丛的约化 设 π : P → X 为 G-主丛. 若存在 H-主丛 P ′ → X 使得 P ' P ′ ×H G, 则称其结构群可约化

为 H.

一般丛的约化 设 E → X 是以 G 为结构群的丛, 将其写为 G-主丛 P 的关联丛 E = P ×ρ F , ρ 为 G 在

F 上的右作用. 若 P 的结构群可约化为 H, 那么 E 的结构群可约化为 H. 具体地, 若 P = P ′ ×H G, 则

E = (P ′ ×H G)×ρ F = {(p′, g, f)}

/
(p′, hg, f) ∼ (p′h, g, f)

(p′, gg′, f) ∼ (p′, g, g′ · f)
= P ′ ×ρ′ F,

其中 ρ′ 是 H 在 F 上的左作用, ρ′(h)(f) := ρ(φ(h))f .
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3 向量丛的自旋结构

3.1 定向结构与第一 Stiefel–Whitney 类

定向结构的定义 设 π : E → X 是 n 维向量丛. 定义 PO(E) 为 E 的标准正交标架丛. PO(E) 是 On-主
丛.
向量丛的定向结构是下图中 PO(E) 中的一个 SOn-主丛.

SOn On

PSO(E) PO(E)

X

↷

π′

↷

π

定向结构将向量丛的结构群由 O(n) 约化到 SO(n), 它与第一 Stiefel–Whitney 类有关.
我们不加证明地陈述下列事实.

命题 3.1. 上同调环 H∗(BOn;Z2) 是 Z2 上由典范的生成元 wk ∈ Hk(BOn;Z2) 生成的多项式环.

对 n 维向量丛 E → X, 设其分类映射为 f : X → BOn, 定义 wk(E) = f∗wk.

w1 的另一种定义 E 的定向丛 Or(E) 定义为商丛 PO(E)/SOn. Or(E) 是 Z2-主丛, 即二重覆盖.
定义 Or(E) 在 H1(X;Z2) 中对应的上同调类为第一 Stiefel–Whitney 类 w1(E) ∈ H1(X;Z2).

命题 3.2. 按照上述定义, 向量丛 E 可定向当且仅当 w1(E) = 0, 且此时定向结构一一对应于 H0(X;Z2)

的元素 (即每个连通分支上有两个选取).

命题 3.3. w1 的两种定义相容.

证明. 我们只须验证如下事实.

(i) w1 是自然的, 即与拉回相容;

(ii) 对于万有丛 EOn → BOn, w1(EOn) 是 H1(BOn;Z2) 的生成元.

性质 (i) 是因为标准正交标架丛是自然的, 即 f∗PO(E) = PO(f
∗E), 从而定向丛也是自然的. 性质 (ii) 是

因为万有 n-向量丛不可定向. (否则所有的 n-向量丛都可定向, 这不可能.)

另一种看法是短正合列

1→ SOn
i→ On

ρ→ Z2 → 0

诱导上同调的正合列

H1(X;SOn)
i∗→ H1(X;On)

ρ∗→ H1(X;Z2)

(但这个正合列无法继续延伸, 因为 SOn,On 非交换.)

3.2 自旋结构与第二 Stiefel–Whitney 类

自旋结构将向量丛的结构群由 SO(n) 约化到 Spinn.
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自旋结构的定义 设 n ≥ 3, π : E → X 是定向向量丛. 定义 PSO(E) 为 E 的定向标准正交标架构成的

SOn-主丛.
E 上的自旋结构 (spin structure) 是一个 Spinn-主丛 PSpin(E) 与一个二重覆盖 ξ : PSpinn

(E) →
PSO(E), 满足相容性条件 ξ(p · g) = ξ(p) · ξ0(g), 其中 ξ0 : Spinn → SO(n) 是万有覆盖.

Z2 Spinn SOn

Z2 PSpin(E) PSO(E)

X

ξ0

↷

π′

↷

π

ξ

命题 3.4. 向量丛 E 上的自旋结构一一对应于 H1(PSO(E);Z2) 限制在纤维上非平凡的元素.

证明. 设 ξ ∈ H1(PSO(E);Z2) 限制在纤维上非平凡, 即 ξ 为二重覆盖 ξ : P ′ → PSO(E), 则 π ◦ ξ : P ′ → X

的每个纤维为 SOn 的非平凡二重覆盖, 从而同胚于 Spinn. 由覆盖空间理论, SO(n) 在 PSO(E) 上的作用

可提升为 Spinn 在 P ′ 上的作用, 从而使 P ′ 成为 Spinn-主丛.

w2 的第二种定义 短正合列

0→ Z2 → Spinn → SOn → 1

诱导上同调的正合列

H0(X;SOn)→ H1(X;Z2)→ H1(X;Spinn)→ H1(X;SOn)
δ→ H2(X;Z2).

定义

w2(E) := δ([PSO(E)]).

命题 3.5. 按照上述定义, PSO(E) 的结构群可约化为 Spinn 当且仅当 w2(E) = 0.

w2 的第三种定义 首先我们介绍谱序列中的 “五项正合列”(five-term exact sequence). 设 Ep,q
2 ⇒ Hn(A)

为第一象限谱序列, 则存在五项正合列

0→ E1,0
2 → H1(A)→ E0,1

2
δ2→ E2,0

2 → H2(A).

这个正合列来自下图, 以及谱序列的收敛性.

0 E0,1
2

E0,0
2 E1,0

2 E2,0
2

0

δ2

对于纤维丛

SOn
i→ PSO(E)

π→ X,

五项正合列的前四项给出

0→ H1(X;Z2)
π∗

→ H1(PSO(E);Z2)
i∗→ H1(SO(n);Z2)

wE→ H2(X;Z2).
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注意五项正合列中 E1,0
2 → H1(A) 与 H1(A) → E0,1

2 两个映射称为边界映射 (edge map), 在 Serre 谱序列
中分别对应 π∗ 与 i∗.
设 g2 ∈ H1(SOn;Z2) 为生成元, 我们定义 w2(E) = wE(g2) 是 E 的第二 Stiefel–Whitney 类. 回忆自

旋结构对应于 H1(PSO(E);Z2) 在 i∗ 之下像非零的元素, 故

命题 3.6. 按照上述定义, 可定向向量丛 E 存在自旋结构当且仅当 w2(E) = 0, 且此时自旋结构一一对应
于 H1(X;Z2) 的元素.

比较命题3.2.
通过验证自然性与非平凡性, 类似可得

命题 3.7. w2 的三种定义相容.

3.3 On 的 Whitehead 塔

SOn 与 Spinn 位于 On 的 Whitehead 塔的末端:

· · · → Fivebranen → Stringn → Spinn → SOn → On

这个序列是通过依次去除同伦群得到的: 从On开始,去除 π0得到 SOn,去除 π1得到 Spinn,而 π2(Spinn) '
π2(SOn) = 0, 去除 π3 得到 Stringn, 等等. 其中, 所谓去除同伦群 πn 是通过考虑到 Eilenberg–Maclane
空间的映射 X → K(G,n), 使得其在 πn 上诱导同构, 那么这个映射的同伦纤维 F 满足 πn(F ) = 0,
πi(F ) ' πi(X) (i > n).

X 上的向量丛可视为映射 (的同伦类)X → BOn. 向量丛上存在定向结构等价于这个映射可以提升至
BSOn, 存在自旋结构等价于这个映射可以提升至 BSpinn.

· · · BStringn BSpinn BSOn BOn

X

4 自旋流形与自旋配边

若一个流形的切丛有自旋结构, 则称其为自旋流形 (spin manifold).
回忆命题3.6, 可定向流形 X 有自旋结构等价于 w2(X) = 0, 且此时自旋结构一一对应于 H1(X;Z2)

的元素.

5 Cliffod 丛与旋量丛

5.1 Clifford 丛

由于 Rn 的正交变换诱导 T Rn 的自同构, 且保持理想 (x⊗ x+ q(x) : x ∈ Rn) 不变, 所以正交变换也
诱导商代数 Cℓn 的自同构. 我们得到 SOn 在 Cℓn 上的左作用

cℓ(ρn) : SOn → Aut(Cℓn).

定义带定向 Riemann 向量丛 E 的 Clifford 丛为关联丛

Cℓ(E) = PSO(E)×cℓ(ρn) Cℓn.
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我们可以把 Cℓ(E) 想象成以 E 的每个纤维构造一个 Clifford 代数得到的代数丛. 事实上

Cℓ(E) = (
⊕
r

⊗rE)/I(E),

I(E) 是由 v ⊗ v + |v|2 生成的理想丛.
Clifford 代数的内蕴结构可迁移到 Clifford 丛上. 如存在 Z2 分次结构 Cℓ(E) = Cℓ0(E)⊕ Cℓ1(E), 且

由典范线性同构 ∧∗Rn → Cℓn 可构造向量丛的典范同构 ∧∗E → Cℓ(E).

5.2 旋量丛, Cℓ(E) 上的不可约模

设 E 是定向向量丛, 具有自旋结构 ξ : PSpin(E) → PSO(E). 定义 E 的一个 (实) 旋量丛 (spinor
bundle) 是如下形式的丛:

S(E) = PSpin(E)×µ M,

其中 M 是 Cℓn-左模, µ 是 Spinn ⊂ Cℓn 在 M 上的左作用.
回忆自旋结构即为 PSO(E) 到 PSpin(E) 的约化; 当自旋结构存在时, 有 PSO(E) = PSpin(E) ×ξ0 SOn,

因此

Cℓ(E) = PSO(E)×ρ Cℓn
= PSpin(E)×ξ0 SOn ×ρ Cℓn
= PSpin(E)×Ad Cℓn.

其中 ρ : SOn → Aut(Cℓn) 是正交变换诱导的 Clifford 代数的自同构, ξ0 : Spinn → SOn 是二重覆盖, 而伴
随表示 Ad = ρ ◦ ξ0 : Spin→ SOn → Aut(Cℓn).
左乘作用 ℓ 与伴随表示 Ad 是不一样的.

命题 5.1. 设 S(E) 为 E 的一个实旋量丛. 那么 S(E) 可作为代数丛 Cℓ(E) 的模丛.

证明. 回忆 S(E) = PSpin(E)×µ M , 我们需要定义映射

µ : Cℓ(E)⊗ S(E)→ S(E).

而

Cℓ(E)⊗ S(E) = (PSpin ×Ad Cℓn)⊗ (PSpin ×µ M) = PSpin ×Ad ⊗µ (Cℓn ⊗M).

定义

µ : φ⊗ (p,m) 7→ (p, φm).

良定性. 对 g ∈ Spinn, φ⊗ (p,m) ∼ Adg(φ)⊗ (pg−1, gm), 而

µ(Adg(φ)⊗ (pg−1, gm)) = (pg−1, gφg−1gm) ' (p, φm).

6 联络

6.1 联络的一般概念

联络刻画了纤维丛各纤维之间的关系. 以下的四种结构都体现了联络. 在某些场合, 它们可以互相转
化.
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1. 水平空间 (horizontal spaces).

2. Lie 代数取值的 1-形式.

3. 协变导数 (covariant derivative).

4. 平行移动 (parallel transport).

联络的第一种定义. 水平空间 设 X 是 n 维流形, π : P → X 是 G-主丛. 设 τ 是 P 的切 n-平面场, 即对
每个 p ∈ P , τp 是 TpP 的 n 维子空间. 且满足 π∗ : τp → TpX 为线性同构. 称 τp 为 p 处的水平空间.

进一步假设 τp 是 G-等变 (equivariant) 的, 即

τp·g = τp · g (g ∈ G),

则 τ 定义了 P 上的一个联络.

水平空间与平行移动的关系 我们将沿着水平子空间的 “无穷小移动” 视为平行移动.[注 6]

垂直空间与 Lie 代数 记 Vp 为 p 所在的纤维在 p 处的切空间, 称为垂直空间. 回忆 G 右作用于 P 上, 其
轨道正是 P 的纤维, 于是 G 的 Lie 代数 g 的元素 (作为 “无穷小变换”) 对应 P 的垂直向量场. 具体而言,
V ∈ g 给出了 P 上的向量场 Ṽ , 满足

Ṽp =
d

dt

∣∣∣
t=0

(p · exp(tV )) ∈ Vp,

且 V 7→ Ṽp 给出了线性同构 g→ Vp.

联络的第二种定义. 联络形式 设 ω ∈ Ω1(P, g), 假设对任意 V ∈ g 有 ω(Ṽp) = V , 且 ω 满足 G-等变条件,
即

Adg−1 ◦ω = g∗ω (g ∈ G),

(其中 Ad 是 G 在 g 上的伴随表示.) 则 ω 定义了 P 上的一个联络, 称 ω 为其联络形式 (connection form).

• • • •

p • e •
X

g

g∗X

g

ω(X)

g

Adg(ω(X))

g
ω

上图直观地展示了 ω 的 G-等变条件:
ω(g∗X) = Adg(ω(X)),

此即

g∗ω = Adg−1 ◦ω.

水平空间与 1-形式的关系 TpP 是水平空间 τp 与垂直空间 Vp 的直和. 于是, 投影 TpP → Vp 可视为 g-取
值的 1-形式 ωp : TpP → g.
直观上, g-取值的 1-形式 ω 衡量的是 P 上的无穷小移动所造成的垂直方向 “高度” 的变化, 由此我们

可以对截面 “求导”, 这便是协变导数.
当然, 由这样一个 1-形式我们也可以反过来得到水平空间 τp = kerωp. τp 便是那些 “高度” 不变的无

穷小移动, 也即平行移动.
[注 6]在此我们不具体介绍平行移动.
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联络的局部表达式 局部上,联络的信息可由底空间 B 上的 g-取值 1-形式给出. (之所以只能局部表达,是
因为对于非平凡的 G-主丛而言, 底空间上的 1-形式无法表示全局的联络.)
例如 G = (R,+), P = R ×M 是 M 上的 G-主丛. (想象 M 是地球表面, P 是地球大气层.) 此时 P

上的联络在局部上就形如 df , f 是 M 上的函数. (想象 f 是地表的海拔高度.)
我们将给出联络的局部表达式, 并且写下不同局部平凡化之间的关系.
设 π : P → X 为 G-主丛, U 为 X 的开集, 使得存在局部截面 σ : U → P , 与相应的局部平凡化

φ : U ×G→ π−1(U), (x, g) 7→ σ(x) · g.

U ×G π−1(U)

U

ππ1

φ

那么 φ∗ω ∈ Ω1(U ×G, g) 是 U ×G 上的联络. 为了具体写下 φ∗ω 的表达式, 我们首先设

φ∗ω = ω0 + ω1,

其中 ω0 = ai(x, g)dx
i, ω1 = bi(x, g)dg

i,
由联络的条件, 我们有 ω1 = g−1dg. 这是 Maurer–Cartan 形式, 即 G 上唯一的左不变 g-取值 1-形式.

它衡量的是垂直方向的移动, 是联络形式中冗余的信息.
记 ωU = π∗

1σ
∗ω ∈ Ω1(U ×G, g). 那么 ω0 = Adg−1 ωU . [注 7] 综上,

φ∗ω = Adg−1 ωU + g−1dg.

现在设 U 上有另一个局部平凡化, 重复如上的构造, 记号上用一撇表示.

U ×G

π−1(U)

U ×G

U

π

π1

φ

φ′

π′
1

Φ

设 Φ(x, g) = (x, h(x)g), 其中转移函数 h : U → G 满足

φ(x, g) = σ(x) · g = σ′(x) · h(x)g = φ′(x, h(x)g).

因为

φ∗ω = Φ∗(φ′)∗ω,

所以

Adg−1 ωU + g−1dg = Ad(h(x)g)−1 ω′
U + (h(x)g)−1d(h(x)g)

= Adg−1 Adh(x)−1 ω′
U + g−1h(x)−1(dh(x)g + h(x)dg)

= Adg−1

(
Adh(x)−1 ω′

U + h(x)−1dh(x)
)
+ g−1dg.

我们得到

ωU = Adh(x)−1 ω′
U + h(x)−1dh(x). (⋆)

[注 7]这里略去了一些细节.
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6.2 不同主丛上的联络

回忆对于群同态 φ : H → G, 由 H-主丛 P → X 可构造 G-主丛 P ′ := P ×φ G → X. 我们研究 P 与

P ′ 上联络的关系.
首先注意到存在自然的映射 P → P ′, p 7→ (p, e), e 是 G 的单位元. 我们假设 φ 是单同态, 那么映射

P → P ′ 是嵌入.

命题 6.1. 设 φ : H → G 是单同态, 那么 P 上的一个联络唯一确定了 P ′ 上的联络, 使得联络形式满足

ω′∣∣
P
= φ∗ω.

其中我们将 P 视为 P ′ 的子丛, ω(ω′) 为 P (P ′) 上的 h(g)-取值的 1-形式, φ∗ : h→ g 是 Lie 代数同态.

评注. 这个命题是不足为怪的. 回忆前面的评注, H-主丛联络的信息在局部上可由底空间 B 上的 h-取值
1-形式给出, 而群同态 φ : H → G 又给出了 Lie 代数同态 h→ g, 所以由 h-取值 1-形式可得到 g-取值 1-形
式.

6.3 向量丛上的联络

可定向向量丛上的联络 (协变导数) 来自于其关联的 SOn-主丛上的联络.

协变导数 设 E → X 是向量丛, E 上的协变导数是线性映射

∇ : Γ(E)→ Γ(T ∗X ⊗ E),

满足 Leibniz 法则
∇(fe) = df ⊗ e+ f∇e.

这里 Γ(E) 应理解为局部的截面. (有的向量丛没有整体截面.)
设 E → X 是向量丛, P = PSO(E) 是其对应的 SO(n)-主丛.
注意到 SO(n) 的 Lie 代数是反对称矩阵的空间 so(n), so(n)-取值的 1-形式可视为 n× n 矩阵值 1-形

式 (ωij), 其中 ωji = −ωij .

命题 6.2. 设 ω ∈ Ω1(PSO(E), son) 是 PSO(E) 上的联络形式.
设 U 是 X 的开集, E = (e1, · · · , en) : U → PSO(E) 是 PSO(E) 的局部截面, 也即 X 上的局部标准正

交标架. 定义 ω̃ = E ∗ω ∈ Ω1(U, son), 记 ω̃ = (ω̃ij).

那么 E 上存在唯一的协变导数 ∇ : Γ(E)→ Γ(T ∗X ⊗ E), 使得对于任何如上的局部正交标架,

∇ei =
∑
j

ω̃ji ⊗ ej .

证明. 由 Leibniz 法则,

∇
(∑

fiei

)
=

∑
i

dfi ⊗ ei +
∑
i,j

fiω̃ji ⊗ ej =
∑
k

(
dfk +

∑
i

fiω̃ki

)
⊗ ek.

为了说明上式定义了 E 上整体的协变导数, 我们需要如下的相容性条件. 设 e′i 是另一坐标卡上的局部标

准正交标架, ω̃′
ij 是相应 son-取值 1-形式的分量, 在两坐标卡相交处设

ei =
∑
j

e′jgji.
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以 ∇ 作用之, ∑
k

ω̃ki ⊗ ek =
∑
j,ℓ

ω̃′
ℓj ⊗ e′ℓgji +

∑
j

dgji ⊗ e′j ,

故而 ∑
k

gℓkω̃ki =
∑
j

ω̃′
ℓjgji + dgℓi

即

ω̃ = g−1ω̃′g + g−1dg.

而这正是等式 (⋆).

6.4 Clifford 丛与旋量丛上的联络

设 E 为定向 Riemann 向量丛, 带有 Riemann 联络, 即 PSO(E) 上的联络. 回忆表示

cℓ(ρn) : SOn → Aut(Cℓn),

(我们已经证明它的像包含在 SO(Cℓn) 中.)
回忆 Clifford 丛

Cℓ(E) = PSO(E)×cℓ(ρn) Cℓn.

Lie 群 Aut(Cℓn)[注 8]的 Lie 代数 Der(Cℓn) 是由 Cℓn 上的导子构成的. 代数 C 上的导子即线性映射

d : C → C, 满足 d(ab) = (da)b+ a(db).
回忆命题6.1, SOn-主丛 P 与其上的联络 ω ∈ Ω1(PSO(E), son) 唯一确定了一个 Aut(Cℓn)-主丛 P ′ 与

其上的联络 ω′ ∈ Ω1(P ′,Der(Cℓn)).
回忆命题6.2, Cℓ(E) 上的协变导数 ∇ 由 X 上局部的 1-形式 ω̃′ = σ∗ω′ 定义, 其中 σ : U → P ′ 是 P ′

的局部截面. 从而我们得到

命题 6.3. E 上的 Riemann 联络诱导 Cℓ(E) 上的协变导数 ∇, 其作为导子作用在 Cℓ(E) 的局部截面上,
即对于 Cℓ(E) 的局部截面 φ,ψ,

∇(φ · ψ) = (∇φ) · ψ + φ · (∇ψ).

现在进一步设向量丛 E 存在自旋结构 ξ : PSpin(E) → PSO(E). 由 PSO(E) 上的联络 ω 可拉回得到

PSpin(E) 上的联络 ξ∗ω ∈ Ω1(PSpin(E), son). (注意其中 son 同时也是 Spinn 的 Lie 代数.)
设 M 为 Cℓn-左模, S(E) = PSpin(E)×µ M 是旋量丛.

命题 6.4. E 上的 Riemann 联络诱导 S(E) 上的协变导数 ∇, 其作用与 S(E) 的 Cℓ(E)-模结构相容, 即
对 Cℓ(E) 的截面 φ 与 S(E) 的截面 σ,

∇(φ · σ) = (∇φ) · σ + φ · (∇σ).

证明. 表示 Ad = cℓ(ρn) : Spinn → SOn → Aut(Cℓn) 以及 µ : Spinn → End(M) 与 M 上的 Cℓn 模结构相
容. 具体地, 对 g ∈ Spinn, φ ∈ Cℓn, σ ∈M ,

µ(g)(φ · σ) = (gφ) · σ = (gφg−1) · g · σ =
[

Adg(φ)
]
·
[
µ(g)(σ)

]
.

[注 8]我们没有证明它是 Lie 群.
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在 g = 1 处微分, 得对于 A ∈ son,

µ∗A(φ · σ) =
[
(cℓ(ρn)∗A)(φ)

]
· σ + φ ·

[
(µ∗A)(σ)

]
.

6.5 Riemann 流形上的构造

设 X 是 Riemann 流形, PSO(X) := PSO(TX) 是 TX 的定向 (单位正交) 标架丛. 记 X 上的 Clifford
丛 Cℓ(X) := Cℓ(TX).

命题 6.5. (Riemann 几何基本定理) PSO(X) 上存在唯一的联络, 使得对应的协变导数 ∇ 满足无挠条件

∇VW −∇WV − [V,W ] = 0.

进一步, 若 X 为自旋流形, 则这个联络可提升为 PSpin(X) 上的联络. 从而诱导 X 上任何旋量丛上的

联络.

7 曲率

曲率是沿无穷小回路的平行移动, 刻画了主丛的平坦和扭曲.
设 π : P → X 是 G-主丛, ω ∈ Ω1(P, g) 是联络形式. 定义 ω 对应的曲率形式 (curvature form)

Ω ∈ Ω2(P, g) 为

Ω = dω + [ω, ω].

命题 7.1. 对 x, y ∈ Rn, φ ∈ Cℓn,
Ad∗(x ∧ y)(φ) =

1

4

[
[x, y], φ

]
.

证明. 在推论1.11中取 M = Cℓn, 注意到表示 µ = Ad : Spinn → SO(Cℓn) 来自 Ad : Cℓ×n → Aut(Cℓn)[注 9],
故

Ad∗(x ∧ y)(φ) =
1

4
[x, y] · φ =

1

4

[
[x, y], φ

]
.

ω

U PSO(E)

ξ∗ω ωs

PSpin(E) PSO(S)

σ

σ̃
ξ

我们不加证明地给出如下结论. 注意与推论1.11的关系.

命题 7.2. 设 ω 为 PSO(E) 上的联络形式, S 为关联于 E 的旋量丛, σ = (e1, · · · , en) 为 E 的局部标准正

交标架, 则 S 上的协变导数 ∇s 由下式给出:

∇sσα =
1

2

∑
i<j

ωji ⊗ eiej · σα,

其中 (ωij) = σ∗ω 是 ω 的局部表达式.
[注 9]这里我们将 Cℓn 视为
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命题 7.3. 设 S 为 X 上的旋量丛, V,W 为 X 上的向量场, φ 是 S 的截面, 则 S 上的曲率算子可表示为

Rs
V,W (φ) =

1

2

∑
i<j

〈RV,W (ei), ej〉 eiejφ.

8 微分算子理论

8.1 微分算子的象征

微分算子的象征 (symbol) 粗略地说即是将每个导数算子 ∂i 变为一个变量 ξi.
首先我们给出微分算子的定义. 设 E,F 是微分流形 X 上的向量丛, 阶数分别为 q, p. 微分算子

P : Γ(E)→ Γ(F ) 是局部如下定义的算子:

P =
∑

|α|≤m

Aα(x)∂α
x .

其中 Aα(x) 是 q × p 矩阵函数, 存在 |α| = m 使得 Aα(x) 非零. 称 m 为微分算子 P 的阶数.

微分算子的主象征 微分算子 D : Γ(E) → Γ(E) 的主象征 (principal symbol) 是一族映射 σξ(D) : Ex →
Ex (x ∈ X, ξ ∈ T ∗

xX 是余切向量), 定义如下. 设局部上

D =
∑

|α|≤m

Aα(x)∂
α
x , ξ =

∑
k

ξkdxk,

那么

σξ(D) = im
∑

|α|=m

Aα(x)ξ
α.

(注意这个求和只包括 |α| = m, 即最高阶项)
若 ξ 6= 0 时 σξ(D) 6= 0, 则称算子 D 为椭圆算子 (elliptic operator).

例 设 X 为 Riemann流形, E,F 为平凡线丛,那么 Γ(E) ' C∞(X). Laplace算子 4 : C∞(X)→ C∞(X)

是 2 阶微分算子, 局部由下式定义:

4 =
1
√
g

∑
j,k

∂

∂xj

(
√
ggjk

∂

∂xk

)
=

∑
j,k

gjk
∂2

∂xj∂xk
+低阶项.

因此 Laplace 算子的主象征是
σξ(4) = −

∑
j,k

gjkξjξk = −‖ξ‖2.

其中 ‖ξ‖2 表示 Riemann 流形余切空间上的诱导度量.
我们介绍关于椭圆算子的如下定理 [3, p.122].

命题 8.1. 若 D : Γ(E) → Γ(E) 为形式自伴的椭圆算子, 则 D 有离散的特征值, 以 ∞ 为聚点. 进一步,
L2(X,E) 作为 Hilbert 空间分解为 D 的特征子空间的直和.
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9 Dirac 算子

9.1 起源

Paul Dirac 1928 年的论文 The Quantum Theory of Electrons 提出了第一个将狭义相对论纳入量子
力学的理论. 文章的目标是找到满足 Lorentz 不变性的电子波方程, 即寻找 Hamilton 算子 H 以表达方程

Hψ = i∂tψ
[注 10], 且等价于经典理论的类比所得的波方程(

−∂2
0 + ∂2

1 + ∂2
2 + ∂2

3 −m2
)
ψ = 0, (∗)

其中 ∂0 表示 ∂t. 而狭义相对论要求的时空对称性使得 H 必须是一阶微分算子, 即形如(
∂0 + α1∂1 + α2∂2 + α3∂3 + β

)
ψ = 0.

因此, 问题化为求合适的 α1, α2, α3, β.
Dirac 指出, 上式导致

0 =
(
−∂0 + α1∂1 + α2∂2 + α3∂3 + β

)(
∂0 + α1∂1 + α2∂2 + α3∂3 + β

)
ψ

=
(
−∂2

0 +
3∑

j,k=1

αjαk∂j∂k + β2 +
3∑

j=1

(αjβ + βαj)∂j

)
ψ,

与 (∗) 式比较, 若令 β = iα4m, 则只需以下条件:

α2
µ = 1, αµαν + αναµ = 0,

这正是 Clifford 代数的生成关系[注 11].

9.2 定义

设 X 为 Riemann 流形, S 是 Cℓ(X)-左模丛, 且其上具有 Riemann 联络. (回忆命题5.1, 旋量丛上有
Clifford 丛的模结构)

S 上的 Dirac 算子 D : Γ(S)→ Γ(S) 是由下式定义的一阶微分算子:

Dσ =
∑
j

ej∇ejσ.

其中 e1, · · · , en 是 TxX 的单位正交基, 乘法为 Clifford 乘法 (将 TxX 的向量视为 Cℓ(X) 的元素).
Dirac 算子的内蕴定义是如下的复合:

D : Γ(S)
∇−→ Γ(T ∗X ⊗ S) ≃−→ Γ(TX ⊗ S) µ−→ Γ(S).

因此这个算子也可写为 (特别是在物理文献中)

D = γµ∇µ = gµνγµ∇ν ,

其中 γµ 是 TxX 的任意一组基.

命题 9.1. Dirac 算子 D 的主象征是

σξ(D) = iξ.

[注 10]这里简单起见我们考虑无外加电磁场的情形, 采用自然单位制, h̄ = c = 1. 另外, 我们将 Dirac 的原文使用的动量 pµ 翻译为算子 i∂µ.
[注 11]历史上 Dirac 本人并不了解 Clifford 的工作, 他的工作相当于使用矩阵给出了 Clifford 代数的一个表示.
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9.3 Dirac 丛

我们抽象出 Dirac 算子所需的性质, 引入 Dirac 丛.
定义 Dirac 丛是 Cℓ(X) 的左模丛 S, 其上具有 Riemann 度量, 且 X 上的单位切向量在 S 上的作用

是正交变换; 其上具有 Riemann 联络 ∇, 且联络与 Cℓ(X)-模结构相容:

∇(φ · σ) = (∇φ) · σ + φ · (∇σ).

一般流形上的 Clifford 丛 Cℓ(X) 和自旋流形上的旋量丛都是 Dirac 丛的例子.
由于 X 是 Riemann 流形且 S 上有 Riemann 度量, 我们可定义其两个截面的内积

(σ1, σ2) =

∫
X

〈σ1(x), σ2(x)〉 dVg.

命题 9.2. Dirac 算子是形式自伴的, 即对旋量丛 S 的 (光滑) 截面 σ1, σ2,

(Dσ1, σ2) = (σ1, Dσ2).

证明. 取 x ∈ X, 取 x 一个邻域上的标准正交标架 e1, · · · , en.

〈Dσ1, σ2〉 =
∑
j

〈
ej∇ejσ1, σ2

〉
= −

∑
j

〈
∇ejσ1, ejσ2

〉
(ej 的作用是正交变换, 且 e2j = −1)

= −
∑
j

(
ej 〈σ1, ejσ2〉 −

〈
σ1, (∇ejej)σ2

〉
−
〈
σ1, ej∇ejσ2

〉)
(Leibniz)

最后一项是我们想要的结果. 现在处理前面两项. 定义向量场 V ,

〈V,W 〉 = −〈σ1,Wσ2〉 .

那么

−
∑
j

(
ej 〈σ1, ejσ2〉 −

〈
σ1, (∇ejej)σ2

〉)
=

∑
j

(
ej 〈V, ej〉 −

〈
V,∇ejej)

〉)
=

∑
j

〈
∇ejV, ej

〉
= div(V ).

div(V ) 在 X 上的积分等于 0, 从而我们得到

(Dσ1, σ2) = (σ1, Dσ2).

椭圆算子理论给出

推论 9.3. 对于 Riemann 流形 X 上任意 Dirac 丛上的 Dirac 算子 D,

kerD = kerD2,

且为有限维线性空间.
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9.4 例

9.4.1 一维的例子

Spin1 是 SO1 的二重覆盖, 即二阶群 {±1}.
S1可定向,且第二 Stiefel–Whitney类等于 0,故具有自旋结构. S1上的自旋结构一一对应于H1(S1;Z2)

的元素. 选定一个 SO1-主丛 PSO, 则 PSO ' S1. S1 的两个自旋结构分别为 PSO 的两个二重覆盖.
Cℓ(S1) 同构于 S1 上的平凡 C 丛; Cℓ(S1)-左模丛即复向量丛. S1 上的复向量丛是平凡的 (因为复向

量丛的分类空间的一阶同伦群平凡). 尽管如此, 由于旋量丛可关联于不同的 Spinn 主丛, 其上的协变导数
并不只有平凡的一种.

平凡的自旋结构 考虑平凡的自旋结构, 关联于平凡丛 S1 × C. 那么在 S1 的参数化 eit 之下, Dirac 算
子 D = i∂t. 在一维复向量丛中它的特征向量是 e2πikt, 特征值是 k ∈ Z. 我们知道这些特征向量构成了
L2(S1,C) 的 Hilbert 正交基, 这是结论8.1的特例.

非平凡的自旋结构 考虑非平凡的自旋结构 PSpin 与关联的一维复向量丛 PSpin ×ρ C, 可以写成

S1 × C = R× C
/
(t, z) ∼ (t+ 1,−z),

其中 ρ : {±1} → C× 是非平凡表示.
此时联络是平坦的, 但有非平凡的和乐 (holonomy).[注 12] 具体地, 绕 S1 一周的平行移动等于 −1.
Dirac 算子在局部上仍然是 i∂t, 但整体上不同于前面的算子. 它的特征向量是 e2πi(k+

1
2 )t, 特征值是

k + 1
2
(k ∈ Z).
下面我们将看到, S1 上的非平凡自旋结构来自于 R2 上唯一的自旋结构的限制.

9.4.2 二维的例子

Spin2 是 SO2 的二重覆盖. 两者均同构于 S1, 此时覆盖映射对应 z 7→ z2.
考虑 2 维圆盘 D. 因为 D 可缩, 所以任何主丛 PSpin(D), PSO(D) 均为 D 上的平凡丛. 考虑正交标架

(v, w), 其中 v 是 D 的边界 S1 的法向量.

v

w

当它绕 S1 转一圈时, 它的提升在 PSpin(D) 上没有回到原处 (“在 Spin2 上转了半圈”). 因此 ∂D 上的诱导
自旋是 S1 上的非平凡自旋结构.
有趣的是, 两个非平凡自旋的 S1 放在一起与 0 自旋配边, 换言之, 两个非平凡自旋的 S1 的连通和同

构于平凡自旋, 因此一维的自旋配边群 ΩSpin
1 是 Z2.

[注 12]和乐是指沿环路的平行移动.
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一般地, 考虑亏格为 g, 以 S1 为边界的二维流形 M(D 是 g = 0 的例子), 其边界上的诱导自旋是 S1

上的非平凡自旋结构.
设 N 是 M 沿边界粘上圆盘得到的无边流形. 由于含入映射诱导同构 H1(N ;Z2) ' H1(M ;Z2), M 上

的自旋结构均为 N 上自旋结构的限制.

9.4.3 三维

紧可定向三维流形可平行化, 即其切丛是平凡丛. 这个事实可用自旋结构来证明.

命题 9.4. 紧可定向三维流形均有自旋结构.

证明. (概要) 假设不然, 即存在紧可定向三维流形 M , w2(M) 6= 0. 取 w2 的 Poincaré 对偶 C, 使得 C 为

M 的 1 维子流形.
因为 M \ C 中的 2 维曲面与 C 不相交, 由相交理论, w2 ∈ H2(M \ C;Z2) 等于 0. 这说明 M \ C 存

在自旋结构 σ, 但 σ 不能延拓到 M .
取 C 在 M 中的对偶曲面 F , F 与 C 横截相交于点 p. F 为 2 维闭子流形 (不一定可定向). 考虑 F

在 M 中的管状邻域 ν(F ). 注意到

• 2 维闭流形可浸入 (is immersed into)R3,

• F 浸入在 R3 中, 其法丛同胚于 ν(F ),

• ν(F ) 可继承 R3 的自旋结构,

• 含入映射诱导了同构 H1(F ;Z2)→ H1(F \ p;Z2).

所以存在 ν(F ) 上的某个自旋结构, 限制到 ν(F \ p) 上与来自 M \ C 的自旋结构 σ 相等. 这说明 σ 可延

拓到 C 上, 与假设矛盾.

由上述命题, 紧可定向三维流形到 BSOn 的映射可提升至 BSpinn, 从而均零伦 (因为 BSpinn 是 3-连
通的), 从而紧可定向三维流形上的标准正交标架丛有一个截面, 而这意味着其切丛平凡.

9.4.4 四维

没有自旋结构的第一个紧可定向流形是 CP 2. 事实上, CPn 有自旋结构当且仅当 n 是奇数.

9.5 Dirac 算子的平方与 Laplace 算子

9.5.1 Riemann 几何复习

设 E 是 X 上的 Riemann 向量丛, 带有 Riemann 联络 ∇. 我们同时以 ∇ 表示 X 上的 Levi–Civita
联络, 但不会产生混淆.
对 X 上的向量场 V,W , E 的截面 φ,

∇2
V,Wφ = ∇V∇Wφ−∇∇V Wφ.

由此 E 的 Riemann 曲率张量可表示为

RV,W = ∇2
V,W −∇2

W,V .

∇2
V,W 的重要性质是它在一点 x 处的值仅取决于 Vx 和 Wx, 而不取决于 V,W 在其它点处的值.
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定义联络 Laplace 算子 (connection Laplacian)∇∗∇: [注 13]

∇∗∇φ := − tr(∇2φ) = −
∑
j

∇2
ej ,ej

φ.

这里 ∇∗ 是 ∇ 的形式伴随 (formal adjoint), 但我们选择将 ∇∗∇ 视为一个整体. 下面的命题证明了这个记
号的合理性:

命题 9.5.
(∇∗∇φ,ψ) = (∇φ,∇ψ).

证明. 任取标准正交标架 {ej}.

〈∇∗∇φ,ψ〉 = −
∑
j

〈
∇ej∇ejφ−∇∇ej

ejφ,ψ
〉

= −
∑
j

∇ej

〈
∇ejφ,ψ

〉
+
∑
j

〈
∇ejφ,∇ejψ

〉
+
∑
j

〈
∇∇ej

ejφ,ψ
〉
.

第二项是我们需要的结果. 现在处理第一项和第三项. 定义向量场 V 满足

〈V,W 〉 = 〈∇Wφ,ψ〉 ,

那么

−
∑
j

∇ej

〈
∇ejφ,ψ

〉
+
∑
j

〈
∇∇ej

ejφ,ψ
〉
= −

∑
j

∇ej 〈V, ej〉+
∑
j

〈
V,∇ejej

〉
= −

∑
j

〈
∇ejV, ej

〉
= −div(V ).

推论 9.6. ∇∗∇ : Γ(E)→ Γ(E) 是形式自伴的.

Riemann 几何复习到此结束.
现在我们计算 D2. 对给定的标准正交标架 {ej}, 设

Γi
jk =

〈
∇ejek, ei

〉
.

那么

Γi
jk + Γk

ji = ∇ej 〈ek, ei〉 = 0.

D2φ =
∑
j,k

ej∇ej (ek∇ekφ)

=
∑
j,k

(
ej∇ejek∇ekφ+ ejek∇ej∇ekφ

)
=

∑
j,k

(
ej∇ejek∇ekφ+ ejek∇∇ej

ekφ+ ejek∇2
ej ,ek

φ
)

=
∑
j,k

(
ejΓ

i
jkei∇ekφ+ Γi

jkejek∇eiφ
)

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∑
j

∇2
ej ,ej

φ+
∑
j<k

ejekRej ,ekφ

= ∇∗∇φ+
∑
j<k

ejekRej ,ekφ.

对特殊的 Dirac 丛, 这个结论能导出许多有意义的公式. 下面我们分别考虑 Clifford 丛和旋量丛.
[注 13]Laplace 算子的符号永远是一个谜.
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9.5.2 Clifford 丛上 Dirac 算子的平方, Hodge Laplace 算子

首先回忆 ∧∗(TX) 作为向量丛典范同构于 Cℓ(X). 在这个向量丛上有外微分算子 d 与外微分的伴随

算子 δ. Hodge Laplace 算子
4 = dδ + δd

是一个保持分次结构的 2 阶微分算子.

推论 9.7. 设 X 是 Riemann 流形, 4 是 TX 上的 Hodge Laplace 算子, 那么

4 = ∇∗∇+ Ric .

即 Hodge Laplace 算子与联络 Laplace 算子的差等于 Ricci 曲率.

证明. 见 [1, p.156].

9.5.3 旋量丛上 Dirac 算子的平方, Lichnerowicz 公式

设 X 为自旋流形, 即 TX 具有自旋结构. 设 S 是关联于 TX 的任一旋量丛, 则 S 是 Cℓ(X)-模丛, 带
有典范 Riemann 联络.
这种情形下的 Dirac 算子最早由 Atiyah 与 Singer 发现, 故称为 Atiyah–Singer 算子.
对于 Atiyah–Singer 算子有如下的 Lichnerowicz 公式.

命题 9.8. 设 S 为自旋流形 X 上的旋量丛, 带有典范 Riemann 联络, D/ 为 Atiyah–Singer 算子, ∇∗∇ 为
联络 Laplace 算子, 那么

D/
2
= ∇∗∇+

1

4
κ.

证明. 见 [1, p.161].
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